    Häc c¸ch vËn dông vµ khai th¸c bµi to¸n


I . ĐẶT VẤN ĐỀ:
Trong chương trình toán Đại số chương trình THCS, các dạng bài tập về Bất đẳng thức là một mảng kiến thức khá rộng và phong phú. Song để giải được các bài tập trong dạng này yêu cầu học sinh phải có một kiến thức sâu rộng, bao quát, phải chịu khó tìm tòi suy nghĩ. Đi sâu vào loại toán này ta thấy rất nhiều dạng với phương pháp giải hết sức phong phú. Để giải được loại toán này đòi hỏi phải có suy luận lôgic chặt chẽ, tư duy sáng tạo, kết hợp với việc huy động nhiều kiến thức bên ngoài. Do vậy đây là một phần khó song nó lại có rất nhiều ứng dụng để làm các dạng bài tập khác; làm tiên đề cho việc học tập, nghiên cứu các nội dung toán học có liên quan. Chính vì thế tôi muốn đi từ một bài tập đơn giản để dẫn học sinh  vào dạng toán này để có thể tìm ra phương pháp tốt nhất trong việc truyền thụ và gây hứng thú cho học sinh trong học tập.


Để có thể nâng cao hiệu quả trong giảng dạy về loại toán này, trước tiên phải nắm được một số tính chất, định lý, và một số kiến thức cơ bản về bất đẳng thức. Từ đó đưa ra các dạng bài tập và phương pháp vận dụng để giải dạng toán này, đồng thời đưa ra các dạng bài tập có liên quan đến vấn đề đó để nhằm củng cố khắc sâu kiến thức cho học sinh. 

II . NỘI  DUNG:
Việc ứng dụng các bài toán cơ bản trong việc giải các bài tập khác nhau là một vấn đề mà người học toán cần quan tâm. Đặc biệt là xuất phát từ những bài toán đơn giản, biết cách vận dụng và khai thác nó là một vấn đề mà tất cả chúng ta cần quan tâm.
Trong chương trình môn toán THCScó 1 bài toán quen thuộc (còn gọi là 1 bất đẳng thức cơ bản) mà  việc ứng dụng của nó khi giải các bài tập khác về đại số và hình học rất có hiệu quả, đặc biệt là trong chương trình môn toán lớp 8.
Bất đẳng thức đó như sau:
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a, b ta có:  
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Dễ thấy (*) 
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Cả 3 đẳng thức trên đều tương đương với (a-b)2 
[image: image4.wmf]³

 0 và do đó chúng xảy ra đẳng thức  
[image: image5.wmf]Û

 a = b.
Bất đẳng thức tương đương với bất đẳng thức: Với hai số dương a, b ta luôn có 
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 ( Bất đẳng thức Cô – si cho hai số không âm)





Bài tập 44 – sách bài tập toán 9 Tập 1
Ý nghĩa của (*) là nêu lên mối quan hệ giữa tổng hai số với tích của chúng hoặc với tổng các bình phương của hai số đó.

Sau đây tôi xin đưa ra 1 vài ví dụ và bài tập minh họa cho việc vận dụng BĐT trên.
Ví dụ 1: a) Cho x và y là các số dương.

Chứng minh rằng: 
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( Đề thi HSG Huyện lớp 9 vòng 1 năm học 2010 – 2011)


b) Với a, b là các số dương. 

Chứng minh:
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( Đề kiểm tra năng lực giáo viên dạy giỏi trường năm học 2012 – 2013)

     
Giải: a) Thật vậy từ  (a + b)2 
[image: image9.wmf]³

 4ab ta cúng có (x + y)2 
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b) Cách 1:Từ câu a ta có: 
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   Cách 2:  Ta có a + b 
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Từ đó suy ra điều phải chứng minh.
Ví dụ 1: Cho a + b = 1. Chứng minh rằng:


a) a2 + b2  
[image: image17.wmf]³
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b) a4 + b4 
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c) a8 + b8 
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Giải:

a) Áp dụng BĐT trên ta có:

 a2 + b2  
[image: image23.wmf]³
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Dấu “ = “ xảy ra 
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 a = b = 
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b) Tương tự, áp dụng BĐT trên ta có:

 a4 + b4  
[image: image27.wmf]³
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c) a8 + b8  
[image: image29.wmf]³
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     Ví dụ 2: (Thi học sinh giỏi Huyện lớp 9, năm học 2006 - 2007)



Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng:



(a+b)(b+c)(c+a)  
[image: image31.wmf]³

 8abc.


Để hướng dẫn học sinh áp dụng được BĐT trên vào bài toán đó thì ta phải xét vế trái của BĐT. Nhưng việc áp dụng BĐT này như thế nào thì lại phải xét bình phương của BĐT suy ra từ  nó:


Từ 
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Tương tự, ta suy ra các BĐT khác:



(b+c)2  
[image: image33.wmf]³

  4bc; (c+a)2  
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 4ca

Từ đó suy ra: 


(a+b)2(b+c)2(c+a)2  
[image: image35.wmf]³

64a2b2c2 ( Ví a, b, c > 0)


Suy ra: (a+b)(b+c)(c+a)  
[image: image36.wmf]³

 8abc( ĐPCM)

Điều cốt lõi là ở bài toán này là HS phải bíêt vận dụng linh động BĐT (*) vào để giải bài toán.

Ví dụ 3: Chứng minh rằng:
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 a, b, c ta có: a2 + b2 + c2  
[image: image38.wmf]³

 ab + bc + ca.

Giải: 


Áp dụng BĐT ( *), ta có: 



a2 + b2  
[image: image39.wmf]³

 2ab



b2 + c2  
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 2bc



c2 + a2  
[image: image41.wmf]³

 2ca

Cộng vế theo vế của các BĐT trên ta có:



     2(a2 + b2 + c2 )  
[image: image42.wmf]³

  2(ab + bc + ca)

Suy ra:        a2 + b2 + c2  
[image: image43.wmf]³

 ab + bc + ca( ĐPCM)

Ví dụ 4: ( Đề thi KSCL đầu khá Lớp 8 năm học 2006 - 2007 )


Chứng minh rằng:

a) Nếu ab > 0 thì   
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b) Nếu ab < 0 thì   
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Giải: Từ BĐT (*) ta có: a2  +  b2  
[image: image46.wmf]³

 2ab

a) Do ab > 0 
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b) Do ab <  0 
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Từ BĐT (*), ta suy ra được 
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Từ đó ta có ví dụ sau.

Ví dụ 5: Cho u, v là các số dương và u + v = 1.


Chứng minh rằng:
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Áp dụng ví dụ 4, ta có lời giải như sau:


Đặt  a = u + 
[image: image51.wmf]u

1

; b = v + 
[image: image52.wmf]v
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 . Như vậy:
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Dấu “ = “ xảy ra khi và chỉ khi u = v = 
[image: image54.wmf]2
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Ví dụ 6: Cho a, b là hai số thực thỏa mãn a2 + b2 
[image: image58.wmf]£

  2


Chứng minh : a + b 
[image: image59.wmf]£

  2


Giải: 

Từ BĐT a2 + b2 
[image: image60.wmf]³

  2 
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 2  
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 2ab




Hay ab 
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 1 (1)



Và từ a2 + b2  
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[image: image65.wmf]Þ

 a + b 
[image: image66.wmf]£
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Ví dụ 7 ( Chứng minh BĐT CôSi cho 4 số ).


Chứng minh rằng:  
[image: image67.wmf]"

a, b, c, d ta có:



 a4 + b4 + c4 + d4  
[image: image68.wmf]abcd
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Giải: 

Áp dụng BĐT (*) ta có: 




a4 + b4  
[image: image69.wmf]³

  2a2b2


c4 + d4  
[image: image70.wmf]³

  2c2d2


Từ đó suy ra: a4 + b4 + c4 + d4  
[image: image71.wmf]³

 2(a2b2 + c2d2)


Ta lại có: a2b2 + c2d2   
[image: image72.wmf]³

  2abcd


Vậy   a4 + b4 + c4 + d4  
[image: image73.wmf]abcd
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Ví dụ 8: Chứng minh rằng:

a) a2 + b2 +1 
[image: image74.wmf]³

 ab + a + b

b) a2 + b2 + c2 +3 
[image: image75.wmf]³

  2(a + b + c )

Giải:

a) Áp dụng BĐT (*) ta có: 

 a2 + b2  
[image: image76.wmf]³

 2ab

 a2 + 1  
[image: image77.wmf]³

  2a

 b2 + 1  
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  2b

Từ đó suy ra: 2a2 + 2b2  + 1  
[image: image79.wmf]³

 2(ab + a + b )

b) Tương tự ta có:

a2 + 1  
[image: image80.wmf]³

  2a

b2 + 1  
[image: image81.wmf]³

  2b

c2 + 1  
[image: image82.wmf]³

   2c

Suy ra: a2 +1 +  b2 +1 + c2  +1  
[image: image83.wmf]³

 2a + 2b + 2c

Hay a2 + b2  + c2   
[image: image84.wmf]³

 2(a + b + c )

Ví dụ 9. Cho x, y, z  >  0. Chứng minh rằng:
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Giải: 

Cách 1: Đặt  
[image: image86.wmf]c
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Thì lúc đó bài toán trở thành:


* a2 + b2  + c2    
[image: image87.wmf]³

  a + b + c.

    Vì x, y, z  > 0 suy ra: a + b +c  
[image: image88.wmf]³

 3

Ví dụ 10. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn điều kiện a + b + c = 1.


Chứng minh rằng: a2 + b2 + c2  
[image: image89.wmf]³

  
[image: image90.wmf]3
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Giải: 




Từ a + b + c = 1


Suy ra a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc = 1


Từ BĐT (*) ta có: 
a2 + b2  
[image: image91.wmf]³

  2ab; ...

    Ta có: a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc  
[image: image92.wmf]£

 a2 + b2 + c2 + a2 + b2 + c2 + a2 + b2 + c2

Hay 1 
[image: image93.wmf]£

  3(a2 + b2 + c2)




[image: image94.wmf]Þ

  a2 + b2 + c2  
[image: image95.wmf]³
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Ví dụ 11. Cho a, b, c là các sô thực.



Chứng minh rằng:    a4 + b 4 + c4  
[image: image97.wmf]³

  abc(a + b + c)


Giải:



Áp dung BĐT (*) ta có:

a4 + b4   
[image: image98.wmf]³

  2a2b2


b4 + c4   
[image: image99.wmf]³

  2b2c2
c4 +  a2  
[image: image100.wmf]³

  2c2a2
Suy ra:  a4 + b 4 + c4  
[image: image101.wmf]³

 a2b2 + b2c2 + c2a2
( 1 )

Mặt khác ta lại có:

a2b2 + b2c2  
[image: image102.wmf]³

  2ab2c

b2c2 + c2a2  
[image: image103.wmf]³

  2abc2
c2a2 + a2b2  
[image: image104.wmf]³

  2a2bc



[image: image105.wmf]Þ

 a2b2 + b2c2 + c2a2  
[image: image106.wmf]³

 abc(a + b + c)

( 2 )

      Từ ( 1 ) và ( 2 ) ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ 12: Cho a + b + c + d   
[image: image107.wmf]³

 1


Chứng minh rằng:  a2 + b2 + c2 + d2  
[image: image108.wmf]³

 1

Giải: 

Áp dụng BĐT ( * ), ta có: 

a2  + b2   
[image: image109.wmf]³

 2ab; b2 + c2  
[image: image110.wmf]³

 2bc; c2 + d2  
[image: image111.wmf]³

 2cd; 
d2 + a2  
[image: image112.wmf]³

2da; a2 + c2   
[image: image113.wmf]³

 2ac; b2 + d2  
[image: image114.wmf]³

  2bd 


Suy ra: 3(a2 + b2 + c2 + d2  ) 
[image: image115.wmf]³

 2 ( ab + ac + ad + bc + bd + cd)



[image: image116.wmf]Þ

 4 (a2 + b2 + c2 + d2 )  
[image: image117.wmf]³

 ( a + b + c + d )2 = 22  = 4



[image: image118.wmf]Þ

  a2 + b2 + c2 + d2  
[image: image119.wmf]³

 1


Dấu “ = “ 
[image: image120.wmf]Û

  a = b = c = d = 
[image: image121.wmf]2
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Ví dụ 13: Chứng minh rằng:




[image: image122.wmf]"

 a, b, c ta có: (a + b)2(b + c)2 
[image: image123.wmf]³

 4abc(a + b + c)


Giải: 


Xét 
(a + b)2(b + c)2  = ( ab + ac + b2 + bc )2 





     = 
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áp dụng BĐT (*)    (a + b)2   
[image: image125.wmf]³

 4ab


Ta có  
[image: image126.wmf][
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[image: image127.wmf]³

 4abc(a + b + c) 


Vậy   (a + b)2(b + c)2 
[image: image128.wmf]³

 4abc(a + b + c)

Ví dụ 14: Cho a, b, c  
[image: image129.wmf]³

 0



Chứng minh rằng: a2 + b2 + c2 + d2  
[image: image130.wmf]³

 (a + b)(c + d)


Giải:
Tương tự ví dụ 12 ta có:



4(a2 + b2 + c2 + d2 ) 
[image: image131.wmf]³

 ( a + b + c + d )2

Áp dụng BĐT  (a + b)2   
[image: image132.wmf]³

 4ab  ta có:



[image: image133.wmf][
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[image: image134.wmf]Þ

 4(a2 + b2 + c2 + d2 ) 
[image: image135.wmf]³

 4(a + b)(c + d)


Hay a2 + b2 + c2 + d2  
[image: image136.wmf]³

 (a + b)(c + d)
Ví dụ 16: Cho a, b, c là các số dương. Chứng minh:



a. 
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b. 
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Giải: 
a. Áp dụng BĐT trên cho bộ 2 trong ba số dương: 
[image: image139.wmf]c
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Tương tự: 
[image: image141.wmf]a
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Cộng vế theo vế 3 BĐT trên ta có đpcm.
b. Chứng minh tương tự.

I.Một số bài tập tương tự:

1/ Cho a + b = 2. Chứng minh rằng : a4 + b4  
[image: image143.wmf]³
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2/ Cho a, b, c 
[image: image144.wmf]Î

(0;1). Chứng minh rằng:

a) a(1 - a)  
[image: image145.wmf]£
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b) Các BĐT : a( 1 - b) > 
[image: image147.wmf]4
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 ; b(1 - c) > 
[image: image148.wmf]4
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; c( 1 - a) > 
[image: image149.wmf]4
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Không đồng thời xảy ra.

3/ Cho a1, a2, a3 ....... an   
[image: image150.wmf]Î

 (0;1). Chứng minh :


( 1 + a1 + a2 + ..... + an )2   
[image: image151.wmf]³

  4 ( a12 + a22 + ..... + an2 )

4/ Cho a, b, c d, e 
[image: image152.wmf]Î

 R. Chứng minh rằng:


a2 + b2 + c2 + d2 + e2  
[image: image153.wmf]³

 a( b + c + d + e)

5/ Cho a, b, c 
[image: image154.wmf]Î

R. Chứng minh rằng:



a2 + b2 + c2 + 3  
[image: image155.wmf]³

 2( a + b + c).

6/ Cho a, b, c, d  
[image: image156.wmf]³

 0. Chứng minh rằng:


(a2 + 1)(b2 + 2)(c2 + 4)(d2 + 8)  
[image: image157.wmf]³

  ( ac + 2)2(bd + 4)2.


II. Học sinh tìm thêm một số bài tập vận dụng BĐT để giải 

III. KẾT LUẬN:

Qua quá trình giảng dạy cho học sinh khá giỏi kết hợp với tìm tòi tài liệu tham khảo, tôi đã đưa ra vấn đề từ một bài tập cơ bản có thể vận dụng để giải và tìm hiểu một số các bài tập một cách đễ dàng hơn, giúp học sinh có hứng thú trong việc giải một số bài tập về BĐT nói riêng và trong việc giải toán đại số nói chung.


Để giải các bài tập về BĐT, tuỳ đặc điểm của từng bài toán học sinh có thể vận dụng một trong các BĐT trên cho phù hợp. Giáo viên có thể thấy rõ đặc trưng của mỗi BĐT đó đối với từng đối tượng học sinh nhất định, từ đó có thể lựa chọn phương pháp phù hợp cho đối tượng học sinh của mình.


Qua quá trình giảng dạy, nhiều năm ở các khối lớp 8, 9 tôi nhận thấy nếu học sinh được luyện kỹ phần này thì khả năng tư duy chặt chẽ, lập luận có căn cứ trong giải toán được tốt hơn. Cũng thông qua mảng đề tài này, những học sinh năng khiếu bộ môn toán có khả năng phát huy được tính sáng tạo của mình.

       Trên đây là một số suy nghĩ và hệ thống một số ví dụ giải toán BĐT của bản thân tôi. Mong rằng các đồng nghiệp cùng nghiên cứu và bổ sung thêm một số kiến thức khác để đề tài này được phong phú và đa dạng hơn.

Người thực hiện

Nguyễn Thị Lan 

        Giáo viên tổ tự nhiên, trường THCS Diễn Lộc
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